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1. [4 puncte] Derivata functici f : (0, +00) — R, f(z) = & are, in fiecare punct = > 0,
valoarea:

A fi(z) =27 Inz
B. f'(z) =¥ -2t

C. fl(x)=wr 27

D. f'(z) = (z7) - =z
E. f(z) =a>

F. f nu este derivabila pe (0, c0)

. : . 1 1 - . .
Solutie: Tinem seama de egalitatea = = ex'™% valabila pentru orice z > 0, si
aplicam regulile de derivare:

f/<£U) _ (eilnx>/ _ e%lnx . (1 ] lnx), _ :L'% ) (1111')/ T — (lnx) ! _ x% . 1—Inx .

T 2 2

2. [4 puncte] In reperul cartezian xOy se considera dreapta de ecuatie d : 2x —y = 5.
Dreapta perpendiculara pe dreapta d in punctul A(1, —3) are ecuatia:

Al x4+y=-2
B.z+2y=5
C.z+2y=-5
D.z—-2y=7
E. £24y=2
F. Z£4+y=23

Solutie: O dreapta perpendiculara pe dreapta d are ecuatia xz + 2y = C. Constanta
C se determina punand conditia ca punctul A sa apartina dreptei, de unde rezulta
ca punctul C' are valoarea —5.




sin(3z) + 5x® — 322 — 3z

3. [5 puncte] Valoarea limitei }31{}1(1) 1) este:
A0
B. o0
C. -3
D. 3
E. 1
F. nu exista

sin(3x) + 5x3 — 32? — 3x

L =1
50 2?(z + 1)?

xz—0

:1'(0—3—9‘1imy'
y—0

= lim
y—0

Solutie: Folosind proprietatile limitelor, avem:

1
= lim

x—0 (ZE + 1)2

y—;mw)

1 — cos(y)
3y?

= lim

y—0

xr2

_ (590 _g_ 3z — sin(3x)

1
——3-9.0->=-3.
6

(Am notat y = 3z si am calculat, folosind regula lui I'Héspital,

sin(y)
6y

:é)

)

4. [5 puncte] Fie sistemul de ecuatii:

—3r+y+22=95
T4+ 2y —4z2=—6
ar — 3y + 2z = 1.

Care dintre afirmatiile de mai jos este adevarata?

Sistemul este incompatibil pentru orice valoare a lui a

Sistemul este compatibil nedeterminat pentru orice a € R

Cand sistemul este compatibil determinat, solutia sa depinde de a
Exista o valoare a pentru care sistemul este incompatibil

Sistemul este compatibil determinat pentru a # 2

= 2D aw =

Sistemul este compatibil determinat pentru orice a > 0

Solutie: Matricea sistemului este

-3 1 2
A= 1 2 -4
a -3 2

Calculand det(A) = 8(2—a), se poate observa ca sistemul este compatibil determinat
pentru a # 2. Astfel, afirmatia E este adevarata, iar A, B si F sunt false. Pentru
a # 2, solutia sistemului este x = 0,y = 1,z = 2, deci C este falsa, iar daca a = 2,
sistemul este compatibil nedeterminat, solutia acestuia fiind y = %’5 +1,z= %x + 2,
deci afirmatia D este falsa.




5. [5 puncte] Se considera functia f : R — R, definita prin f(z) = x + cos(x) pentru
fO+f@)+---+ f(n)

orice z € R. Valoarea limitei lim 5 este:
n—oo n
A. 0
B. «©
1
C. =
2
D. 1
1
E. -
4
F. nu exista
Solutie: Avem:
1 ) 1494 ...
lim SO+ 2+ +fn) i LH2+ -t
©lim cos(1) + cos(2)2—|— -+ 4 cos(n)
n—oo n
. n(n+1) 1
=lim ——~+0= =
S e =5
deoarece
1 — 1 2
1 cos(1) 4+ cos(2) + - - - + cos(n) ﬁ:_, 0 e N
n n? n? n?

6. [5 puncte] Consideram un punct M pe segmentul [AB] de lungime 20 ¢m. Atunci cea
mai mica valoare, in ¢cm?, a sumei ariilor cercurilor de diametre [AM] si [BM] este:

A. 200
300
407
507

60

M = U o w

707

Solutie: Solutia 1 Notam lungimea segmentului [AM] cu z. Atunci suma ariilor
_ mr?  w(20—z)? 7 9 . ~
cercurilor este + 1 = 5(@ —10)* 4 100) care are minimul 507 cénd

4
x = 10.

Solutia 2 Suma ariilor est

€
Z . (AB® + (AM — BM)?)
8
AM = BM = 1. AB =10em.

% (AM2+BM2) 8-((AM+BM)2+(AM—BM)2) -
> g = 50m em?, cu egalitate daci si numai daca

7. [4 puncte] Multimea solutiilor din intervalul [0, 27) ale ecuatiei sin(2z) +sin(z) = 0 este:

A ze{0,f,m%
B. z€{0,5 m%F
C.ze{0,%& r
D. z€{0,%,m % 2}
E. ze{0,%m%
F.ze{0,Z, 4&



Solutie: Deoarece sin(2x) = 2sin(z) cos(x), ecuatia devine:
2sin(x) cos(x) +sin(x) =0 <= sin(z)(2cos(xz) + 1) = 0.

Avem doua cazuri:
Cazul 1: sin(x) = 0, deci x € {0, 7}, sau

Cazul 2: 2cos(x) + 1 = 0, sau echivalent cos(z) = —3, deci z € {3, 47 }.

8. [5 puncte] Multimea solutiilor inecuatiei 2¢** — 5e* + 2 < 0 este:
A. (—00,0] U [2,00)
B. [0,2]
C. [0,1n(2)]
D. [—In(2),In(2)]
E. (—o0,In(2)] U [2,00)
F. [0,1n(2)] U [2, 00)

Solutie: Rescriem inecuatia sub forma unei inecuatii de gradul al doilea in raport
cuy =e":

20 =5y +2< 0= (y—2)2y—1) <0+ - <y <2

N | —

Revenim la z si folosim monotonia functiei logaritmice:

1
Ser§2<:>ln(§)§x§1n(2) — —In(2) <z <In(2).

N —

9. [4 puncte] Multimea tuturor numerelor complexe z € C care verifica egalitatea

|z + 2 + |z — 2i|* = 2|2|* + 8

este:
A. C
B. {1}
C. {0, 1, i}
D.
E. {2i, -2i}
F. {1, -1, 2i, -2i}

Solutie: Solutia 1 Consideram z = a + b, unde a,b € R. Atunci:
|z +2i]> = |a+i(b+2)]* =a*+ (b +2)*

|z =2 =|a+i(b—2)]* =a*+ (b—2)
12|* = a® + b

Substituind in egalitate, obtinem:

a4+ (b+2)*+a*+ (b—2)* =2(a* +b*) + 8

S AP+ +4b+4+a>+02—4b+4 =24+ 2% +38




& 2% 4+ 207 + 8 = 2a® 4 2b% + 8,
ceea ce reprezinta o identitate adevarata pentru orice a,b € R.
In concluzie, egalitatea este verificata pentru orice z € C.
Solutia 2 Cu identitatea paralelogramului |z +w|*+|z —w|? = 2(|z|*+|w]|?), valabila

pentru toate numerele complexe z i w, inlocuind w = 2i, obtinem ca egalitatea din
enunt are loc pentru orice z € C.

10. [4 puncte] Fie A = (a -1 _1), B = |[b —-1], cuab e R, b # 0. Daca
2 0 1
0 1
rang(AB) = 1, atunci % este egal cu:

A 4

B. —4
C. -1
D. 1

E. -3
F. 3

Solutie: Prin calcul direct se obtine AB = < ) Cum rang(AB) = 1, trebuie

ca det(AB) = 0, adica 3(a — b) — 2a = 0 i asftel Z =

11. [5 puncte] Numarul matricelor A € My({0,1}) pentru care suma elementelor de pe

diagonala principald a matricei AA" este egald cu 3, este:
A1

2
3

4

m O o w

5

F. 6
Observatie: AT reprezinti transpusa matricei A.

. fa b +  [a®+V ac+bd
Solutie: Pentru A = (C d) € M5({0,1}) avem AA" = (ac—i—bd 02—|—d2>

Cum ecuatia a® + b* + ¢ + d*> = 3, cu a,b,c,d € {0,1}, are 4 solutii (a,b,c,d),
numarul de matrice cu proprietatea ceruta este 4.




12.

13.

14.

2

[4 puncte] Valoarea integralei / [z]{z} dz este:

0
Al

B.
C.
D.

E.

DO — WIN Wl W

F. 2
Observatie: [z], {x} reprezinta partea intreaga, respectiv partea fractionara a numarului
real x.

Solutie: Folosind eventual identitatea {z} = 2 — [z],z € R, obtinem:

/Q[m]{x}dx:/lO-xdx—i—/zl-(x—l)dx:()—i—%:%.

0 0 1

[5 puncte] Fie P € Q[X] un polinom de grad 4 cu proprietatea ca functia polinomiala
asociata are valorile P(0) = P(1) =1, P(2) =4, P(3) =9 i P(4) = 16. Atunci P(—1)
este

A. P(-=1)=0
B. P(—1) =2
C. P(—1)=4
D. P(—1) =6
E. P(—1) =8
F. P(—1) =10

Solutie: Multimea zerourilor polinomului R = P — X? este Z(R) = {1,2,3,4}.
Deducem ca exista un numar rational r cu proprietatea ca R = r(X —1)(X —2)(X —
3)(X —4). Cum R(0) = 1, obtinem ci r = ;. Atunci

P(-1) = (=1)*+ R(-1) =1+ — =

[5 puncte] Numarul solutiilor (z,y,z) € R x R x R ale sistemului

r+y+z2=0
?+yP+22=6
Yt 420 =6

este:

m 5 0 a w o=
W



Solutie: Daca (z,y, z) este o solutie a sistemului, atunci

(z+y+2)— (@ +y*+2%)) = -3

N

Ty + T2+ yz =

1
Tyz = g((:173+y3+23)—(m+y+z)-(x2+y2+22—xy—a:z—yz)) =2.
Folosind relatiile lui Viete obtinem ca polinomul P = (¢t — x)(t — y)(t — 2) €
R[t] poate fi rescris sub forma P = ¢3 — 3t — 2. R&d&cinile acestui polinom fi-
ind t; = to = —1 gi t3 = 2, obtinem ca multimea solutiilor sistemului dat este
S={(-1,-1,2),(-1,2,-1),(2,—1,—1)}. Numarul solutiilor este deci 3.

15. [4 puncte] Daca N = {( Z Z > la € ]R}, elementul neutru F € N pentru operatia
obisnuita de iInmultire a matricelor pe multimea A este:
A. E - 02><2

B. E=1

11
cpo(11)
1
' 1

Solutie: Se verifica imediat ca daca X (a) = ( Z Z ), atunci X (a)- X (b) = X (2ab).

Elementul neutru este deci £ = X (%)

1 2
16. [4 puncte] Derivata functiei f : (5, —i—oo) — R, f(x) =4/ 5 < T are, in fiecare punct
x JR—

T > %, valoarea:

A-ﬂ@—%- %;1
B. f(x) = IQQ\Z—;%
C. f(z) = ﬁ
D. /) = 5
B ) = Y21

P ) — ]

22z —1

Solutie: Aplicand regulile de derivare, obtinem:

1 22\ r—1 1
f/<x>: D) (2 1) - 39 > .
x T — (2x —1)2 2

20 — 1




1

2z
17. [5 puncte| Valoarea integralei / 16 dx este:
ex
0
1
Ale—1+1In
I+e
B.e—1—-1In 2
1+e
C.et+l+In
I+e
2
D.e+1+1n
1+e
2
E.e—1+1In
1+e
F.e—-1-1
‘ "1

Solutie: Notam cu f functia de sub semnul integral. Se considera functia ¢ : [2,1+
e] = [0,1], o(u) = In(u — 1). Folosim prima formula de schimbare de variabila si
obtinem:

1

/ “dr - A SO(HE)J”(”C)CZHU: /2 l+ef(sD(u))sO’(u)du

1+ e®
; (2)
1+e 9 1+e
-1 1 -1
= /(u ) . du:/u du
U u—1 U
2 2
1+e 1+e 2
= u‘ —lnu’ =e—14+1n )
2 2 1+e

18. [4 puncte] Intr-un reper cartezian fixat, consideram dreptele de ecuatii dy : 2x—y+1 = 0,
dy:2x4+y+1=0,d3:20+y—2=0,dy:2xr —y—2=0¢gids:2r —y =0. Numarul
total de puncte de intersectie ale celor 5 drepte este:

0
2

6

m =5 0 a w o »
W

10

Solutie: Avem dreptele paralele d; ||d4||d5 i dz||d3. Cum ds intersecteaza dy, dy, ds in
3 puncte, iar dz intersecteaza di, dy4, ds in 3 puncte, numarul punctelor de intersectie
este 2 X 3 = 6.




19. [5 puncte] Intr-un reper cartezian fixat, considerdm punctele A(-2,1), B(1,3), C(2,2)
si D(—3,2). Cate din urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

(i) ABCD este paralelogram;
(i) ACBD este paralelogram;
(iii) Triunghiurile ABC si AC'D au aceeasi arie;
(iv) Dreptele AB si C'D sunt paralele;
(v) Triunghiurile ABC si ABD au aceeasi arie.
A0
1

M = U o w
w

Solutie: Cum segmentele [AB] si [C'D] au acelasi mijloc, deducem ca ACBD este
paralelogram, adica (ii). Rezulta ca si afirmatiile (iii) si (v) sunt adevarate. De
asemenea, avand pante diferite, dreptele AB si C'D nu sunt paralele. Prin urmare,
(i) si (iv) sunt false.

20. [4 puncte] Fie f : R — R definitd prin relatiile f(z) = arctan 1*2 dacd = # 1 si
f(1) = 0. S& se calculeze valoarea limitei lin% 1(x).
T—

A0

B. limita nu exista

ol

N[

1
B

MmO Qo

niciuna dintre variantele mentionate mai sus

Solutie: Functia f este derivabila pe multimea R\ {1}, cu derivata:

) — 1 .
r'(z) >2(

. zeR\{1}.
1+ (5

1+x>' 1

1—2z :1—|—x2

Trecand la limita pentru x — 1, obtinem valoarea %

Numarul total de puncte este: 90





